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NB : cette fiche reprend les techniques nécessaires minimales; elle ne constitue donc pas un objectif, mais un prérequis!

semaine du 3413 février 2016

TECHNIQUES & METHODES S07

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

= m » Démarche générale
La méthode générale pour résoudre une équation différentielle linéaire est

Résolution de 1’équation homogene,

Recherche d’une solution particuliere,

Expression de la solution générale.

Les méthodes présentées dans ce chapitre sont classées suivant le type d’équation différentielle. Pour choisir la méthode

appropriée, je réponds a ces deux questions :

e quel est 'ordre de I’équation ?

e les coefficients sont-ils constants ?

Le tableau ci-dessous donne une idée de la démarche a suivre dans chaque cas.

Coefficient(s) constant(s)

Coefficient(s) continus(s)
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» Equation homogene : y' + ay = 0.
On forme et on résout l’équation
caractéristique r 4+ a = 0.

Les solutions ... h(t) = Ce", C € K
m Solution particuliere : ' + ay = b(t)
On imite le type du 24 membre :

» polynomial

» polynomial-exponentielle

» polynomial-trigo

m Solution générale : y' + ay = b(t)
On ajoute solution générale de (H;) et
solution particuliere!

= Equation homogene : 3/ + a(t)y = 0.
e On identifie a(t) = ---,
e On trouve une primitive A(t) = ---

Les solutions ... h(t) = Ce=4®) C € K
m Solution particuliere : y'+a(t)y="0b(t)
On utilise la MVC (méthode
de la variation de la constante).

On cherche une solution particuliere
sous la forme yo(t) = c(t)e—A(t)_

yo(t) = c(t)e AW

we) = -

m Solution générale : y' + a(t)y = b(t)
On ajoute solution générale de (Hy) et
solution particuliere!

¢1a3a

mSol H:y" +ay +by =0.
On forme et on résout l’équation ca-
ractéristique : 72 +ar+b = 0.

Les solutions sont les fonctions de la
forme

h(t) =C1hy (t)+02h2(t), (Cl, 02) S K2,

ot (h1,hz2) est un systéme fondamen-
tal de solutions. L’expression dépend du
corps de base K et du discriminant de
(EC).
m Sol P : ¢’ 4+ ay + by = ¢(t)
On imite le type du 24 membre :

» polynomial

» polynomial-exponentielle

» polynomial-trigo

m Solution générale : y"'+ay’'+by = c(t)
On ajoute solution générale de (Hz) et
solution particuliere!

La résolution des équations
différentielles linéaires d’ordre 2 a co-
efficients continus dépasse légérement
le cadre du programme de premiere

année. On pourra appliquer les
méthodes présentées page suivante
(changement de fonction inconnue

ou changement de variable) afin de se
ramener au cadre strict du programme!
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= m m Equation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficient constant
On considere I’équation
y' +ay =b(t), ou b: I — K est continue

la solution générale de ’équation homogene associée y’ + ay = 0 est Ce™%¢,

une solution particuliere dans le cas d’un second membre constant, polynomial, polynomial-exponentiel, polynomial-
trigo est connue. J’ utilise le principe de superposition pour m’y ramener.
= = m Equation différentielle linéaire d’ordre 1, a coefficient continu

On considere ’équation
y' +a(t)y = b(t), o a,b: I — K sont continues

la solution générale de 1’équation homogene associée 3’ 4 a(t)y = 0 est Ce=4®) ott A : I — K est une primitive de
a sur [.

une solution particuliere est obtenue par la méthode de la variation de la constante. Je cherche yg sous la forme :

alt)x wot) = c(t)e 40
Hix yo(t) = [d(t) —a(t)e(t)]e=A®
yo () + a(t)yo(t) = (t)eA®

Yo sera solution pourvu que ¢/ (t) = b(t)e*A(t).

= m Equation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants : solutions complexes
On considere ’équation
y" +ay’ + by = c(t), ot ¢: I — C est continue
la solution générale sur C de 3" + ay’ + by = 0 est obtenue en discutant suivant le discriminant A de I’équation
caractéristique r? +ar+b=0. (EC)
» si A # 0, la solution générale est Cre"t 4 Cae™! oll 71 et 1y sont les racines de (EC)
» si A =0, la solution générale est (Cy + Cat)e™! ol ¢ est la racine double de (EC)
une solution particuliere est connue dans le cas d’un second membre constant, polynomial, polynomial exponentiel.
J’utilise le principe de superposition pour vous y ramener.
= = m Equation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants : solutions réelles
On considere I’équation
y" +ay’ + by = c(t), ot ¢: I — R est continue
la solution générale sur R de 3" + ay’ + by = 0 est obtenue en discutant suivant le discriminant A de I’équation
caractéristique r? +ar+b=0. (EC)
» si A >0, la solution générale est Cre"t 4 Cae™? oll 71 et 1y sont les racines de (EC)
» si A =0, la solution générale est (Cy + Cat)e™" ot 7 est la racine double de (EC)
» si A <0, la solution générale est e’ [Cy cos(wt) + Ca sin(wt)] ol p = iw sont les racines conjuguées de (EC)
une solution particuliere est connue dans le cas d’un second membre constant, polynomial, polynomial exponentiel,
polynomial trigo. J’utilise le principe de superposition pour m’y ramener.

= » » Equation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients continus

On considere ’équation
y" +a(t)y +b(t)y = c(t), ot a,b,c: I — K sont continues

Ces équations ne sont pas au programme officiel : I’énoncé doit vous guider pour vous ramener aux cas précédents.
Souvent ’énoncé propose

» un changement de fonction inconnue

» un changement de variable.
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